1 疯 赛 大 纲 


本 次 讲座 主要 回顾 极限 理论 、 连 续 函 数 与 实数 系 的 基本 定理 、 一 元 微分 学 和 一 元 积分 学 的 主要 概念 
和 方法 ， 履 盖 竞 赛 大 纲 的 下 列 方面 : 

一 、 集 合 与 函 

实数 集 民 、 有 理 数 与 无 理 数 的 稠密 性 ， 实 数 集 的 界 与 确 界 、 确 界 存 在 性 定理 、 闭 区 间 套 定理 、 
聚 点 定理 、 有 限 履 兰 定 理 . 

函数 、 映 射 概念 及 其 几何 意义 ， 隐 函数 概念 ， 初 等 函数 以 及 与 之 相关 的 性 质 . 

二 、 极 限 与 连续 

数列 极限 、 收 敛 数 列 的 基本 性 质 〈 极 限 唯 一 性 、 有 界 性 、 保 号 性 、 不 等 式 性 质 ) 

0 件 (Cauchy 准 则 、 迫 敛 性 、 单 调 有 界 原理 、 数 列 收敛 与 其 子 列 收敛 的 关系 )， 极 
限 ] lim (1+ 十 三 e 及 其 应 用 . 

“一 元 负数 极限 的 定义 、5 函数 极限 的 基本 性 质 ( 性 、 局 部 有 界 性 、 保 号 性 、 不 等 式 性 质 、 迫 
敛 性 ) ， 归 结 原则 和 Cauchy 收 敛 准 则 ， 两 个 重要 lin 2 一 1， im 1 二 二 二 e 及 其 应 
用 ， 计 算 一 元 函数 极限 的 各 种 方法 ， 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 、 阶 的 比较 ， 记 号 0 与 0 的 意义 . 

函数 连续 与 间断 、 一 致 连续 性 、 连 续 函 数 的 局 部 性 质 〈 局 部 有 界 性 、 保 号 性 ) ， 有 界 闭 集 上 连 
续 函 数 的 性 质 (有 界 性 、 最 大 值 最 小 值 定理 、 介 值 定理 、 一 致 连续 性 ). 

三 、 一 元 函数 微分 学 
导数 及 其 几何 意义 、 可 导 与 连续 的 关系 、 导 数 的 各 种 计算 方法 ， 微 分 及 其 几何 意义 、 可 微 与 可 
导 的 关系 、 一 阶 微分 形式 不 变性 . 

微分 学 基本 定理 : Fermat 定 理 ，Rolle 定 理 ，Lagrange 定 理 ，Cauchy 定 理 ，Taylor 公 式 (Peano 余 


项 与 Lagrange 余 项 ). 
一 元 微分 学 的 应 用 : 函数 单调 性 的 判别 、 极 值 、 最 大 值 和 最 小 值 、 凸 函数 及 其 应 用 、 
上 同性、 拐点、 渐 近 线 、 函 数 图 象 的 讨论 、 洛 必 达 (L’Hospital) 法 则 、 近 似 计算 . 
五 、 一 元 函数 积分 学 
原 函 数 与 不 定 积分 、 不 定 积分 的 基本 计算 方法 (直接 积分 法 、 换 元 法 、 分 部 积分 法 ) 、 有 理 
数 积分 : 「 R(cos x,sin zx)dz 型 ，「 R(x, Var? 十 bz 十 c)dz 型 . 
定 积分 及 其 几何 意义 、 可 积 条 件 〔 必 要 条 件 、 充 要 条 件 ，》) wiAx; < e) 、 可 积 函 数 类 . 
定 积分 的 性 质 (关于 区 间 可 加 性 、 不 等 式 性 质 、 绝 对 可 积 性 、 定 积分 第 一 中 值 定理 ) 、 变 上 限 
积分 函数 、 微 积分 基本 定理 、N-L 公 式 及 定 积分 计算 、 定 积分 第 二 中 值 定理 . 
微 元 法 、 几 何 应 用 (平面 图 形 面 积 、 己 知 截面 面积 函数 的 体积 、 曲 线 弧 长 与 弧 微 分 、 旋 转 体 体 
积 ) ， 其 他 应 用 . 


1 线 的 四 


用 


2 ”实数 与 函数 


实数 集 民 、 有 理 数 与 无 理 数 的 稠密 性 ， 函 数 、 映 射 概念 及 其 几何 意义 ， 隐 函数 概念 ， 初 等 函数 以 及 


与 之 相关 的 性 质 等 内 容 请 自己 复习 . 下 面 给 出 两 个 问题 供 大 家 思考 . 


2 Z<0 
例 1 证 明 函 数 f(x) = 


cosTX, XZ 宕 0 


是 初等 函数 . 


证 |z| = Vx 是 初等 函数 ， 故 


是 初等 函数 . 


例 2 设 a 是 无 理 数 ，4 = {fn 十 maln EZ,m EZ} 证 明 A 在 民 中 稠密 . 


请 自己 给 出 证 明 . 


3 极限 
3.1 ”数列 极限 
许多 极限 问题 ， 都 是 以 研究 极限 的 存在 性 为 中 心 . 这 里 ， 我 们 回顾 极限 的 主要 定 天 


一 些 极限 存在 性 的 证 明 题 和 求 极限 值 的 计算 题 . 
1. 极限 定义 


HI 四 
HR 


点 看 


大 |zn 一 dl 是 常用 的 技巧 . 对 于 一 些 问题 ，“ 分 段 估计 ”的 方法 对 于 解 题 有 帮助 . 


、 了 21 十 … :十 2 
例 1 设 lim z= 二 a. 求证 lim 一 一 一 =a. 
noo0 n—00 nN 


证 因为 lim zx = a, 所 以 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 NN, 使 得 


[zn,— al <e, 当 n > 和. 


因此 有 
Cp a pe 十 Zn 
a 
n 
有 21 一 中 十 :十 |Zw 一 加 十 |ZN+1 一 加 十 :十 lz 一 Q 
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用 定义 证 明 极限 的 关键 在 于 证 明 N 的 存在 性 , 为 了 使 这 一 过 程 简单 明了 , 假定 "足够 大 # 


适当 放 


| 


今 
N= 
E 
则 
| <e, n>N.. 
n 
取 N = max{ N,N'}, 则 当 n > N 时 , 就 有 
TE al <e+t+e = 2e. 
n 
由 定义 知 lin 2 
30 oh 
例 2 设 lim a =a， 证明 lim i 一 
可 以 使 用 “分 段 估 计 ” 的 方法 来 证 明 本 题 。 
证 只 需 证 a = 0 的 情形 ，a 关 0 时 考虑 oj = an 一 4 即 可 ， 故 下 设 a = 0. 由 极限 定义 ， 对 任 
何 e > 0, 存在 自然 数 N, 当 n > N 时 ， 就 有 |a,| < s. 于 是 n > N 时 
> Ca > Crilaxl 
k=N+1 k=N+1 
< 3 
| 
ee —1):...(n—k+i+l CC rw @ 
由 于 = 2 一 四 一 4, 帮 0 < 2 < 全 ,根据 两 边 夹 定理 ， 有 Jim Ss = 0, 从 
! Nn—00 
> CO 
而 lim = 0, 故 存在 自然 数 和 Ni, 当 n > Nm 时， 有 
N 
> Cia 
i < 5. 
因此 当 n > max{fV, Ni} 时 ， 
2 A k 
>， CnQk > Cax >， Or ax 
k=0 < k=0 k=N+1 一 9 
于 < 2 <ée+t+e= 2e, 
按 极 限定 义 知 
> 0 
lim 所 © =a 
Nn—00 27 


日 到 极限 的 否定 定义 . 


在 证 明 数 列 发 散 或 使 用 反 证 法 解决 某 些 问题 时 ， 会 月 


例 3 设 a € 民 . 若 数 列 {zx} 的 任 一 子 列 中 都 必 有 一 个 收敛 于 a 的 子 列 , 则 {zw} 收 敛 于 a. 


这 里 正面 证 明 有 困难 ， 于 是 考虑 使 用 反 证 法 ， 关 键 在 于 怎样 应 用 极限 的 否定 定义 . 

证 反 证 . 若 {zw} 不 收敛 于 a， 则 存在 eo > 0, 对 任何 自然 数 N, 存在 mn > NN 使 得 |xn 一 a| > so. 
取 N = 1, 则 有 mi > 1 使 得 |z, 一 a| > so; 取 N = ni, 则 有 m2 > ni 使 得 |z%, 一 a| > so; 取 N = ns， 
则 有 ns > 2 使 得 |zn。 一 a| > so; .…. 这 样 做 下 去 ， 我 们 得 到 数列 {zw} 的 一 个 子 列 {xn}, 这 个 子 列 
有 具有 性 质 : 


[zn — a| >>e0, (k= 1,2,...) 


根据 极限 定义 和 上 述 性 质 可 见 子 列 {zxw} 的 任何 子 列 都 不 收敛 于 a， 了 矛盾! 所 以 必 有 {zw} 收敛 于 a. 


2. 数列 极限 的 性 质 
极限 的 唯一 性 、 有 和 界 性 、 四 则 运算 性 质 在 解决 极限 问题 时 都 是 常用 到 的 . 


例 4 WT 


} 收 剑 ， 证 明 : Jim 之 关 光 : 


Q1 十 十"… 十 Qn 


证 设 lim 一 a, 则 
也 一 CO nN 
Ph i AA i ec hd 
n=00 N 也 一 Co Nn 
Ql 十 Q2 十 … 十 Qn nn 一 1] al 十 ao 十 .十 an 1 
= lim( : ) 
N—00 Va nN nC—1 
= 4 一 1.a 
三 20 


例 5 证 明 数 列 {sin nn} 发 散 . 


证 方法 一 : 反 证 . 设 数列 {fsin m} 收 剑 ， 则 由 


0= lim [sin(n+2)—sinn| = lim 2cos(n++1)sinl 


知 数列 {cos(n 十 1)} 收 伍 于 0, 从 而 数列 {cosn} 收 傅 于 0. 同 理 ， 由 

0= lim [cos(n+2)—cosn|= lim —2sin(n+1)sinl 
知 数列 {sin(n 十 1)} 收 敛 于 0， 从 而 数 列 {sinn} 收 化 于 0， 在 sin?n 十 cos?n 二 1 两 边 令 n 一 co 取 极 
限 ， 得 0 = 1, 矛盾 ! 所 以 数列 {sinn} 发 散 . 
方法 二 . 反 证 . 设 数列 {sinnj} 收 僵 ， 极 限 值 记 为 a. 对 任何 自然 数 k, 由 于 [2krr 十 了 ,2 十 


5 7TTr 
[2kx 十 本 ,2jr 半 7 区 间 长 度 都 大 于 1, 故 存在 自然 数 mk € [2kA 十 了 ,2 于 


7 
4 E: 
], mm € [2k7 十 


37 


4 


2KT 十 数列 {sin nk 和 {sinyzk} 都 是 {sin mx} 的 子 列 ， 于 是 有 lim sinng = a 一 lim sin mx. 
由 于 sin nx 之 故 有 a > VE 由 于 sin mx < 2 故 义 有 a < 3 矛盾 ! 
3. 两 边 夹 定理 


两 边 来 定理 不 仅 可 以 用 来 证 明 极限 存在 ， 而 且 经 常用 于 求 极限 值 . 


例 6 设 a; > 0，i = 1,…. ,m ,求证 


im att+a+ 二 + an = max{a, aa ,Qam}. 


证 不 妨 设 ai=max{fai a2,…, Qam} ,于 是 对 任意 nEN*, 都 有 


01 = ar < Yart+asti. + a < aym. 


因为 lim Vm 三 1, 故 上 式 两 端的 极限 都 是 ol, 从 而 由 两 边 夹 定理 知 结论 成 立 . 


例 7 求 lim C3,. 


提示 使 用 两 边 夹 定理 可 以 从 (1 十 1)*”= 3 C$, 入 手 进 行 放 缩 , 此 外 ， 还 有 使 用 斯 特 林 公式 等 其 
k=0 


它 解法 . 


4. 单调 收敛 定理 
单调 收敛 定理 是 一 个 常用 的 结果 ， 证 明 用 递 推 公 式 给 出 的 数列 收敛 时 常用 到 它 . 


例 8 设 a > 0,z1 = 二 Va,znti 二 Va 十 Xn，n 二 1,2,…. 求 数列 {x} 的 极限 . 


解 ” 因为 


Tn Tn-l1 
Va rat Vat zn 
所 以 zn+l 一 Zw 与 Xn 一 Zw_1 同 号 , 递 推 得 zj41 一 2Zn 与 za 一 21 同 号 , 由 于 za 一 Z1 > 0, 所 以 {zi} 递 


增 . 将 题目 中 给 出 的 递 推 关系 式 平方 得 


Zr 一 2 一 Va 二 Zn 一 Va 十 Zn li 一 


2 
Zn = Qt Tn-1 Sat rn, 


解 不 等 式 ， 
1 二 VI 二 4 , <1+v1i+4a 


Tn < 
2 2 
这 表明 {zx} 有 界 , 从 而 由 单调 收敛 定理 知 {z*} 有 极限 . 设 iim zw = 4, 于 是 在 等 式 z% 二 a 十 zn-1 两 
端 取 极限 即 得 


A 二 a+tA. 
解 此 方程 得 到 
和 1 十 V1 十 4a 
二 ee 


其 中 的 负 根 不 合 题 意 , 舍 去 , 故 得 
1 十 VIL 十 4a 
lim zw», = 一 一. 


也 一 Oo 2 


例 9 设 f : [a,0| 一 [a,0 引 满足 对 任何 x,y E [a,0|, 有 


[f(zx) — f(W| < Iz oY. 
Tn + f(zxn) 


21 € [a,b], zn+1 = ee (n= 二 1,2,...). 证 明 数 列 {zzv} 收 敛 . 
证 二 区 区 让 RE i < [a, 引 因此 由 数学 归纳 法 


得 对 一 切 自然 数 n, 有 zx,, € [a, 0|. 

Sy 21 十 三 QZ 
当 zi > f(x1) 时 ， 有 xz。 = wt Co) 
f (zn41)| < |zn Tnt1l 二 Xn Vntl) 于 是 


Za 十 jzZnHi) < Tn 十 f (zn) 
2 一 2 


< 化 1. 设 zn+i < Tn), 则 f(znr1) f (xn) < |f (zn) ae 


Tn+2 一 二 化 mn 十 1， 


因此 由 数学 归纳 法 得 对 一 切 自 然 数 nh, 有 zi < Zn， 即 {zn} 为 单 减 数列 ， 故 由 单调 收敛 定理 知 数 
列 {zn} 收 敛 ， 
同 理 ， 当 zi < jzi) 时 , 可 证 {zn} 为 单 增 数列 ， 同 样 由 单调 收敛 定理 知 数列 {zn} 收 敛 . 


例 10 设 数列 {xz} 定义 如 下 : 


20 三 1， Zn 二 1 一 ) n=0,1,2,.…,， 


1 工 十 Zn 
V5—1 
2 
奇数 项 组 成 的 子 列 和 偶数 项 组 成 的 子 列 都 具有 单调 性 ， 可 以 使 用 单调 收敛 定理 证 明 奇 数 项 组 成 
的 子 列 和 偶数 项 组 成 的 子 列 都 收 僵 ， 再 说 明 其 极限 相等 ， 从 而 {x} 收 化 ， 最 后 在 递 推 式 两 边 取 极 


求证 lim x; = 
nOO 


区 并 A . 5 1 Ay 万 
限 就 可 求 得 lim zw = 让 . 下 面 我 们 采用 另 一 种 思路 来 解决 本 题 。 
eb tl 
思路 如 下 : 用 数学 归纳 法 可 证 = <zr, <1,n=0,1,2,... 
人 VO 则 zx = Se 于 是 
2 1 工 十 2 
1 1 [zn 一 2Z| 4 
[znt1 — Zz|=| |= < olzn — Z|, 
l+zxan 1+xz (1L+zn(L+Z) 9 
从 而 可 得 
4 
0 < |z, —z| < (3)"lzo —al. 


由 两 边 夹 定理 得 lim z= 2. 


nO0 


5. 极限 lim (4 十 一 e 及 其 应 用 


本 1 3 
例 11 证 明 e < (1 二) 十 二 
nN Nn 


证 因为 {(1 二 二 "+ 二 严格 递减 趋 于 e, 所 以 mn > 1 时 ， 有 
1 1 


1 
下 全 re 
人 


于 是 
1 nO—1 
1 十 一 )”>> 

(+ =) 


Cs 
上 式 对 n = 1 也 成 立 ， 故 对 一 切 自然 数 n, 有 


1 e 1 3 
e< (1 十 二) 十 二 < ( 代 十 二 六 十 一 ， 
Nn Nn Nn Nn 


6. 施 笃 兹 (Stolz) 定 理 


定理 1 设 {zs} 和 {yn} 是 两 个 数列 , 满足 下 列 条 件 


(1) lim tn = 4( 其 中 4ecR 或 4= +oo 或 4= -oo)， 


9 Yn+1 es Yn 
(2) 数列 {yi} 严格 递增 且 趋 向 十 co， 
则 有 
lim 二 A 


施 笃 兹 定理 是 解决 蘑 些 极限 问题 的 有 力 工具 ， 使 用 中 要 注意 其 逆 命 题 不 成 立 . 


例 12 设 0 < zi <1, z= za(l oz) n= 1,2,.… ,求证 lim nz,=1. 


证 0 < zi <1, 设 x, € (0,1), 则 | 
一 切 自 然 数 n, 有 Zz,, € (0,1). 于 是 zx, . 


列 {zzv} 收 敛 . 设 lim Zn 一 o 在 Zail= Xn(1 一 Zw) 两 边 令 n 一 co 取 极 限 


由 Stolz 定 理 ， 

a 1 | 
lim = lim = lim = lim| 

Im 一 co NTn 7 一 co N ?一 co (nN 1) nN n>00 人 一 2p) 大 


所 以 lim nz, = 1. 


IncCy 
例 13 设 z = 一 一 ,EN 求 lim zn. 
提示 使 用 两 次 Stolz 定 理 . 
Mpg 
答案 7 


7. 柯 西 收敛 原理 


Xn4l 二 Zn(1 一 Xr) 知 Zw4j1 € (0,1), 因此 由 数学 归纳 法 得 对 
二 Zn 人 (1 一 2zn) < zn, 即 {zo} 严 格 递减 . 由 单调 收敛 定理 知 数 


得 a = a(1 一 oj, 从 而 a = 0. 


是 一 个 重要 结果 . 


柯 西 收敛 原理 作为 极限 存在 的 充分 必要 条 件 和 实数 系 的 基本 定理 ， 是 


Sinl sin2 sinn 
Ne 


请 自己 给 出 证 明 . 


例 15 设 存在 常数 k € (0,1) 使 得 对 任何 h > 1, 有 
|zn+1l Et 训 沁 | < klz, 一 mn-1|. 


证 明 数 列 {zn} 收 敛 . 


< 


证 由 |z% 一 zwi| 之 xn-1 一 Xn_2| 过 .之 kr? 悦 |zx2 一 Zi| 知 对 任何 自然 数 p, 有 


天 十 娄 n+p n+p 


[znip— Zn| = | > (zi — zi_1)| < 2 [zi — zi1| < > kh |r2 — Ti 
i 二 nn 十 1 i 二 nn 十 1 i 二 nn 十 1 
k™—1 ce ktp—1 k? -1 
|z2 1| 了 一 大 < lz2 — zl 
k™—1 
对 任何 s > 0, 由 lim [二 0 知 存在 自然 数 N, 使 得 n > N 时 ， 有 
n—l1 
3 < E, 

加 


于 是 n > N 时 ， 对 任何 自然 数 p, 有 


k 
|znrp — Tn| < |z2 = 三 <e. 


根据 柯 西 收敛 原理 ， 数 列 {zx} 收敛. 


3.2 ”函数 极限 
如 果 熟 练 掌握 了 数列 极限 的 各 种 方法 ， 那 么 在 函数 极限 这 里 就 没有 太 大 困难 了 . 我 们 在 下 面 只 看 


量 例题 . 


全 


加 


例 16 求 lim mtan(V72 十 17). 


tanz 


二 1, 所 以 


解 因为 lim 
i tan[(Vn2 +1—n)7l 
nco (Vn?+1—n)n 

从 而 有 lim mtan(V72 十 17r) = lim ntan[(Vn2 十 1-m)T = lim n(VRE +1—n)n = lim i 


noo no V2 二 1 十 n 


二 1. 


yi 
lim ee 
ey es a 


例 17 设 f(z) = 3 oksin kx 且 对 任意 z € (一 oo, 十 00) 有 |f(z)| < |sin zl, 证 明 | 3 hax| < 1. 
起 二 =] 下 二 1 
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f(z) Sin Z 


证 当 z 关 0 时 ， 由 |f(z)| < |sin z| 得 | 


Zz a 
Nn . . 
sin kz sinz 
1>》 ak 一 一 | 将 | 一 | 
也 a 


sinkz sinkz 


kz 


由 于 


k 一 k(x 一 0), 上 面 的 不 等 式 两 边 令 z 一 0 取 极 限 ， 得 


| >》 Kax| <1. 
k=1 


例 18 设 函 数 f(z) 是 从 [a, 相 到 (a, 中) 的 映射 , 且 对 任何 x,y € [a,0], 都 有 


[f(z)— FW < az 一 中 0<a<1， 


求证 存在 唯一 的 上 e [a,0] ,使 得 1(€) = &. 


证 任 取 一 点 Zi € [oa 中 令 znhi = jz (2 =12..)) 则 lz 一 za 三 | zw 一 cz TD < 
alzn 一 Xn_1|， 由 此 可 推 得 {zx} 是 Cauchy 数 列 ， 从 而 收敛 . 设 lim zw 二 £, 则 ee [aa 由 0 < 
za) 一 AI < alz 一 ,根据 两 边 夹 定理 得 lim f(zn) = f(). 在 zat1 = 了 (zw) 两 边 令 nh 一 co 取 
极限 ， 得 上 = 了 (人 , 即 E 是 f(x) 的 一 个 不 动 点 . 唯一 性 可 以 用 反 证 法 证 明 . 若 还 有 7 关 也 是 f 的 不 动 


点 ， 则 | 一 川 = |f( 癸 一 了 (| < alé 一 |. 矛盾 ! 


注 . 满足 这 个 例子 中 的 条 件 的 f(x) 是 [a,8] 上 的 一 个 压缩 映射 . 将 来 使 用 上 述 方法 的 ) 


更 一 般 的 压缩 映射 原理 . 


思想 可 以 证 明 


归结 原则 给 出 了 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 ， 也 是 一 个 常用 的 结果 ， 在 此 就 不 列举 归结 原则 的 


例题 了 . 

4 ”连续 函数 与 实数 系 的 基本 定理 
4.1 连续 函数 

1. 连续 与 间断 


例 1 求 作 定义 域 为 民 且 只 在 点 x = a 和 x = 连续 而 在 其 余 点 都 不 连续 的 函数 ， 


答案 可 以 有 各 种 构造 方法 ， 答 案 不 唯一 . 一 个 例子 是 (z 一 a)(z 一 中 D(z), 其 


例 2 设 f(x) 在 [a,9 中 上 连续 ，{z%} 是 [a, 0 中 的 点 列 ， Jim f(x) 二 4, 证 明 存在 6 € [a,0], 使 


得 F(6) = 4 


D(z 


) 是 狄 利克 雷 


证 {zw} 有 界 ， 从 而 有 收敛 子 列 {zw}, 设 {zw} 收 化 于 点 &， 则 由 a < zj, 生 (三 二 2.) 知 5 € 
[a, 0], 由 f(z) 在 点 6 连续 及 lim f(zn) = A 得 


f(€) = lim f(xn;) = A. 


2. 连续 函数 的 局 部 性 质 与 初等 函数 的 连续 性 
这 部 分 结果 都 是 常用 的 性 质 ， 常 在 后 面 解决 微分 学 和 积分 学 的 问题 中 被 用 到 ， 


dl 
| 


例 3 设 函 数 让 (x) 在 点 zo 连续 而 g(x) 在 点 zo 不 连续 . 判断 函数 户 (z) 十 9 (7z) 在 点 zo 是 否 必 不 连续 ? 说 
明理 由 . 


答案 函数 户 (z) + 93(zZ) 在 点 zo 必 不 连续 . 
3. 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 
这 是 本 节 复 习 的 重点 ， 有 很 多 有 趣 的 问题 和 难题 . 


I 


例 4 设 函 数 /(z) 在 区 间 I 上 连续 且 是 单 射 , 证 明 f(z) 在 I 上 严格 单调 . 


证 用 反 证 法 .假设 f(z) 在 I 上 不 是 严格 单调 的 , 则 存在 zi, zz, Za E 7 满足 zi < Za < 73， 
(f(z1) 一 了 f(z2))(f(z2) 一 了 (za)) < 0, f(z) 单 射 意味 着 f(z1)，f(z2)， f(zx3) 互 不 相等 , 据 此 不 妨 
设 f(z1) > f(x2), f(z2) < f(zs). 于 是 存在 实数 C 满 足 


f(z2) <C < min{f(zi), f(r3)}. 


在 [x1, za] 与 [zz, za] 上 分 别 应 用 介 值 定理 , 则 存在 &1 € (zi 22), 6&2 E (Za, 23), 使 得 


f(&1) =C= f(é2). 


这 与 (Zz) 单 射 矛 盾 . 所 以 f(x) 在 T 上 严格 单调 . 
零点 存在 定理 可 以 用 来 解决 方程 的 根 的 存在 性 ， 具 体例 题 就 不 举 了 . 下面 两 个 例题 也 是 使 月 
续 函 数 的 介 值 性 , 供 大 家 参考 . 


语 


例 5 设 f(z) 是 (一 00, 十 oo) 上 的 连续 周期 函数 ， 证 明 存 在 £ e (一 co, 二 co), 使 得 FE 十 DT) = f(&). 


证 令 F(z) = f(z 十 1) 一 f(z), 则 (x) 在 (一 00, 十 0) 上 连续 . 设 > 0 是 (x) 的 一 个 周期 ， 
则 了 (xz) 在 [0, 上 取得 最 大 值 ， 不 妨 设 在 zo e [0, 处 取得 最 大 值 ， 则 由 周期 性 ，f (zo) 是 f(x) 在 (一 00, 十 00) 上 
的 最 大 值 . 于 是 


F(zo—1)= f(x0)— f(xo—1)2>0, F(xo)= f(xo+1)— f(x0) <0. 


由 (zx) 的 介 值 性 ， 存 在 6 & [xo 一 1, zo] 使 得 FS) ==0, 即 fA(& 二 1) = f(&). 
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例 6 设 Fz) 在 [oa 外 上 可 积 ，pi;,p2, ,2 是 7 个 正 数 . 证 明 对 任意 zl,za ,Zn E [a,09], 存在 x < 


[a, 9], 使 得 


了 


/ 10Odt+ to a ey 


提示 F(x) = "f(t)dt 在 [a, 8b] 上 连续 ， 从 要 证 的 结论 分 析 如 何 使 用 介 值 定理 . 


例 7 设 拟 z) 在 (一 co, +co) 上 连续 且 lim jz)) = co， 求证 lm f(z) = co. 


证 反 证 . 在 jim f(z) 和 co， 则 存在 M > 0， 对 任何 X > 0， 存 在 z 满 足 


|>X 


f(z)| < M. 


又 f(z) 在 [1M,M] 上 有 界 , 故 存在 玉 > 0, 使 得 |f(z)| < KK ( 当 x € [一 M,M]). 因此 联系 上 面 的 结果 


知 ， 存 在 玉 > 0， 对 各 


所 以 lim 了 (f(z)) 关 oo， 矛盾 ! 


F 何 X > 0， 存 在 zx 满足 


Iz| > XHIAFE)| < K. 


例 8 设 f(x) 在 [a, 50) 连续 无 上 界 , 对 于 任意 的 (Qa, 8) C [a, 5), f(x) 在 (a, 6) 不 取 最 小 值 . 证 明 f (x) 在 [a, 0) 严 


格 递增 . 


证 用 反 证 法 . 
得 f(zx1) > f(z2). 


假设 f(z 


) 在 [a,5) 上 不 是 严格 递增 的 , 则 存在 zi za € [wb zi < zo， 使 


i) 当 f(z1) > f(z2) 时 ,1 
f(x) 在 [a, Xx2] 有 上 界 , 故 f(z) 必 在 [x2,0) 无 上 界 . 于 是 存在 za E [2x2,0) 使 得 f(x3) > f(z1). 由 连续 函 


于 f(z) 在 [a, 05) 连续 无 上 界 , 而 由 闭 区 间 上 连续 函数 的 有 界 性 知 ， 


数 的 最 大 最 小 值 定理 ,f(x) 在 


所 以 z1，z3 都 不 是 最 小 值 点 , 即 f(x) 在 (x1, zs) 取 得 最 小 值 , 这 与 己 知 矛盾 . 
(二 ) 当 f(z1) = f(z2) 时 , 若 对 任意 的 Zz € (zi1, 22), 有 f(z) < f(z1) = f(z2), 则 表明 f(x) 在 (zx1, 22) 取 
得 最 小 值 , 与 己 知 矛 盾 . 若 存 在 zi € (x1, x2) 使 得 f(x1) > f(z1) = 


样 得 出 矛盾 . 


综合 (i), (ij) 知 , f(z) 在 [a,b) 严 格 递增 . 


例 9 设 f(z) 在 (a,5) 
在 . 


证 充分 性 . 令 


Zz1,X3] 取 得 最 小 值 , 但 由 于 za € [zi,z3] 并 且 f(x3) > zi) > f(z2)， 


可 


连续 . 证 明 f(x) 在 (a,05) 一 臻 连续 的 充分 必要 条 和 为 im f(7) 与 im f(z) 都 存 


F(z)= lm f(z), X=a, 
lim f(z), z=b 


则 F(z) 在 [a, 可 连续 . 由 一 致 连续 性 定理 ，F(z) 在 [ao 日 一 致 连续 , 于 是 F(z 


在 (a,b) 一 臻 连续. 因 


Sa 


为 x € (a, 时, P(X) = f(z), 所 以 , f(z) 在 (a,05) 一 致 连续 . 
必要 性 .由 于 f(z) 在 (a 中) 一 臻 连续, 所 以 对 于 任何 = > 0, 都 存在 5 > 0, 当 z,z' e (a,D) 且 |z 


zx | < 6 时 , 就 有 


(f(x) — f(z)| <e. 


当 x, x'€ (a, a 十 6) 时 , 显然 |z 一 x < 6, 于 是 有 


f(z) — f(z)| <e. 


根据 函数 极限 的 柯 西 准则 知 ， lim jz) 存 在 . 同 理 得 ， lim 了 (ZX) 存在 . 


例 10 设 函 数 f(zx) 在 [a, 十 oo) 上 连续 且 


求证 f(x) 在 la, 十 oo0) 上 一 致 连续 . 


证 证 法 一 . 由 lim f(x) = 4A， 根据 柯 西 收敛 原理 ， 


六 时 , 就 有 


对 任何 e > 0, 都 存在 X > a, 使 当 x, x > 


函数 f(z) 在 la, X] 上 连续 ,从 而 一 臻 连续， 于 是 对 上 述 的 > 0, 都 存在 6 > 0, 使 当 z,z' € 


[a, XX| 且 |z 一 x 和 < 56 时, 就 有 


f(x) — f(2)| < 


& 
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因此 ， 当 x, 2 e [a, 十 00) 且 |z 一 Z| < 6 时 , 车 zx,x' 同 属于 [a, 关 | 或 [X, 十 00), 则 


[a 


若 x, x 分 别 属 于 [a, 六 ] 和 [六 ,十 00)， 不 妨 设 zi < X < x 则 


(f(z) — f(z) < |F(2) — FX)N+ FX) — f(2)| < > 十 


所 以 当 z, 2 E [oa 十 oo) 且 lz 一 z| < 5 时 ， 总 有 


号 


了 一 


(f(x) — f(2)| <e. 


按 定义 知 f(zx) 在 [a, 十 00) 上 一 致 连续 . 


证 法 


对 人 


E 何 e > 0, 都 存在 X > a, 使 当 x, x' > 和 时 ， 


,lim f(x) = A， 根据 柯 西 收敛 原型 
就 有 


[f(x) — f(z)| < e. 
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函数 f(z) 在 [a, 关 十 1 上 连续 , 从 而 一 致 连续 ， 于 是 对 上 述 的 s > 0, 都 存在 和 > 0, 使 当 z,z' E 
[lo 和 二 H 且 lz 一 2 < 0 时 , 就 有 

[f(x) — f(x)| < <. 
于 是 令 6 = min{1,61}, 则 当 z,z' e [a, 十 00) 且 |z 一 x < 6 时 , z,zx 人 同属 于 [a, 六 十 1] 或 [X, 十 oo0), 从 
而 总 


有 


按 定义 知 f(zx) 在 [a, 十 00) 上 一 致 连续 . 


例 11 证 明 f(z) 在 区 间 了 J 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 满足 条 件 lim (Zn 一 yn) = 0 的 数 
列 {zs} C 了 和 {ys} CT 都 有 Jim (f(zn) f(y) =0 


证 必要 性 .， 设 f(z) 在 区 间 I 上 一 臻 连续 ， 则 对 于 任何 > 0, 都 存在 i > 0, 使 当 z,z/ € 
T 且 |z 一 xz < 6 时 , 就 有 


(f(x) — f(z)| <. 


根据 极限 定义 ， 由 lim (zn —y) 二 0 可 知 对 上 述 6 > 0, 存在 自然 数 V， 当 n > N 时 ， 有 |zxn 一 yn| < 0. 
于 是 当 n > N 时 ， 有 


[f(zn) — f(yn)| < e. 
按 极限 定义 知 lim (f(zn) -= f(yn)) = 0. 
充分 性 ， 设 对 任何 满足 条 件 lim (zn 一 如) = 0 的 数列 {zs} C IT 和 {yn} C 7 了, 都 有 lim (f(zn) 一 
f(yn)) = 0， 我 们 用 反 证 法 来 证 明 f(z) 在 区 间 I 上 一 臻 连续. 反 证 ， 若 f(x) 在 区 间 T 上 不 一 致 连 
续 ， 则 存在 so > 0, 对 任何 6 > 0, 存在 z,z' <E I 满足 |z 一 x < 6 且 |f(x) 一 f(z)| > se0. 取 6 = 二 
(n == 1,2,.…..), 相应 的 z,zZ 记 为 zw yn, 则 


[ea — yu) < TN) - fl) > eo. 


所 以 im (zs 一 名) 一 0 但 lim (J(zw) 一 /yo)) 天 0 球 拓 1 
这 个 例题 的 结果 常用 来 证 明 函 数 的 不 一 臻 连续 性 ， 例 如 证 明 f(x) = zsinz 在 (一 co, 十 co) 上 不 一 
致 连续 . 


例 12 求 使 得 函数 J(z) = z2 sinz 在 (0, 十 00) 一 致 连续 的 实数 a 的 取 值 范围 . 


提示 利用 上 面 几 个 例题 的 结果 . 

答案 一 ] <a<0. 

关于 一 致 连续 性 的 一 个 常用 结果 是 若 函 数 .六 z) 在 区 间 7 可 导 且 导数 户 (zZ) 在 区 间 7 有 界 ， 则 jz) 在 
区 间 7 一 致 连续 . 例如 ， 利 用 这 个 结果 不 难 证 明 z arctan z 在 及 上 一 致 连续 . 
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4.2 ”实数 系 的 基本 定理 


单调 收敛 定理 和 柯 西 收敛 原理 已 经 在 前 面 复 习 过 了 ， 这 里 主要 来 看 确 界 存 在 原理 、 闭 区 间 套 定理 、 
聚 点 定理 《致密 性 定理 ) 、 有 限 履 盖 定 理 的 应 用 . 


例 13 设 函 数 帮 zz 在 [ac, 避 上 递增 且 Fa) > a, f(5) < 5。, 求证 存在 点 & € [a,0], 使 得 f(€) = &. 


证 令 4= {zlz € [a,0], f(x) > x}, 则 a es A, 故 4 非 空 . 令 E = sup 4, 则 上 € [a,b|.， 对 任 
何 z E 4, 由 f 的 单 增 性 有 zx < f(x) < 6 从 而 帮 约 是 4 的 一 个 上 界 ， 因 此 有 & < f(&). 另 一 方 盏 
由 & < F9 和 j 的 单 增 性 有 je) < f(f(6)), 因此 Fe e 4, 于 是 有 6 < &. 合 起 来 就 得 到 f(&) = & 


~ 


思考 : 用 区 间 套 定理 或 其 它 实 数 系 基本 定理 来 证 明 上 面 的 结果 . 


例 14 设 函 数 (z) 在 [a, 中 上 没有 第 二 类 间断 点 , 求证 (x) 于 [a, 中 上 有 界 . 


提示 自己 练习 用 不 同 的 实数 系 基本 定理 来 证 明 这 个 问题 。 比 如 ， 注 意 到 对 每 一 点 z € [a, 中, 由 
于 函数 f(z) 有 左 、 右 极限 ， 可 知 f(z) 在 点 z 的 某 个 邻 域 上 有 界 ， 从 而 可 以 使 用 有 限 覆 盖 定 理 来 证 明 
本 题 . 

5 一 元 微分 学 
5.1 ”导数 


导数 及 其 几何 意义 、 可 导 与 连续 的 关系 、 导 数 的 各 种 计算 方法 ， 微 分 及 其 几何 意义 、 可 微 与 可 导 的 
关系 、 一 阶 微分 形式 不 变性 等 内 容 请 自己 复习 . 


例 1 设 f(x) = od f(a) = 二 4, 求 f(a). 
f°(z) — 7x] = f(7). 


例 2 设 f(z) 在 (一 00, 十 oo0) 上 两 次 连续 可 导 且 对 任意 x，h, 都 有 


et) 1) =h7 (zt 


求证 f(z) = az2 十 bx 十 c, 其 中 a,b,c 都 是 常数 . 


证 在 f(z 十 hh) 一 f(z)= hf (e+ 2 ) he 二 0, 得 到 


f(h) — f(0) = hf (3) . 
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所 以 综合 上 面 的 结果 ， 有 


5.2 “导数 的 应 用 


1. 微分 中 值 定理 
罗 尔 定理 可 用 来 证 明 方程 的 根 的 存在 性 . 


例 3 设 a1, a2,... ,a 为 实数 ， 求 证 函数 (x) = aicosz + azcos27 十 … 十 Qncosnzx 在 (0,7) 内 必 


PA 


证 令 F(z) = aisinz 十 sin27 中 sin ng, 则 (x) 在 [0, 7] 可 导 且 对 任何 zx € (0,7)， 
有 六 (zx) = f(x)， 因 为 F(0) = 0 = Pr) 所 以 由 罗 尔 定理 , 存在 5 € (0,7) 使 得 FF(&) = 0， 
即 /6) = 0 
在 下 面 的 例题 中 ， 要 先 构 造 辅助 函数 ， 再 使 用 罗 尔 定理 . 解决 这 样 的 问题 时 ， 辅 助 函数 的 构 ; 
有 时 需要 一 点 技巧 . 


[ss 


例 4 设 f(zx) 在 [0,1] 上 n 次 连续 可 导 ， 在 (0,1) 中 n 十 1 次 可 导 ， 且 13(0) = 3(1)=0(k 
0,1,2,.….,n). 证 明 存在 6 & (0,1), 使 得 f(€) = f+19(&). 


证 令 F(z) = [f(x) + f(z) + .+ fr D(z) + f(r)le?, (ze [0,1]), 则 F(z) 在 [0,1] 上 连 
续 ， 在 (0,1) 上 可 导 , 且 
F(x) = (f+) fe ?. 


由 于 (0) = (1) = 0, 根据 Rolle 定 理 ， 存 在 上 e (0,1), 使 得 "(8) = 0, 从 而 有 


1S 
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例 5 设 f(z) 在 [0,1] 可 微 ，f(0) = 0, f(1) = 1, 证 明 对 任意 n 个 正 数 a1，a2, ..., an, 在 (0,1) 内 存 
在 ?个 不 同 的 数 zi, 7X2,... ,zn, 使 得 


> Pl) 加 > 


4== 生 


提示 令 和 = ,由 介 值 定理 可 推出 存在 0 = 如 < 厂 < 刀 <.… < 刀 1< 刀 二 1 使 


得 f(ty) = Xi 十 .十 和 (= 二 1,…,n 一 1). 于 是 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 存在 zx; € (t;_1,ti)， 使 
得 Xi = fb) 一 At) = F(z) (tb) (C= 1 ,0). 


例 6 设 f(x) 在 (一 00, 十 oo0) 两 次 连续 可 微 ， 对 任意 实数 z, 有 |f(z)| 1, 且 [F0O)2 二 [P0O =4. 证 
明 存 在 一 点 使 得 1(&) 十 1”(&) = 0. 


提示 令 F(z) = [f(zx)]* 十 [F(x)]*, 则 (0) = 4 由 格 朗 日 中 值 定 理 可 得 存在 a € (一 2,0)， 
beE (0,2) 使 得 |fr(a)| < 1，| 了 (5)| < 1. 由 此 得 到 存在 一 点 & € (a,b) 使 得 下 (x) 在 E 处 取得 [a, 5| 上 的 最 
大 值 , 不 难 验证 这 个 上 满足 要 求 . 


例 7 设 Fz) 在 [oa 外 上 可 微 ，0 < wa <5. 证 明 存在 上 € (a,5) 使 得 


1 a b | 
—b = f(é€) — é€f (6). 
f(a) f(2) 
分 析 要 证 的 式 子 等 价 于 
fj fo) (0-1) 
b a 65 
1_1 = 
b a £2 
0 7 Os 对 p(z), W(x) 在 [a, 罩 上 使 用 Cauchy 中 值 定理 就 可 证 明 上 式 . 


定理 1 ( 达 布 (Darboux) 定 理 ) 设 函数 f(z) 在 区 间 [a, 可 可 导 , 则 对 于 f/ (a) 与 六 () 之 间 的 一 切 值 ”， 
必 存 在 6 € [a,0], 使 得 f(&) = 77. 


达 布 定理 说 明 导 数 具有 介 值 性 ， 这 个 结果 对 解决 导数 的 一 些 问 题 有 帮助 . 


例 8 设 f(z) 在 [a,0] 可 导 ， 在 (a,0) 两 次 可 导 . 证 明 存在 5 € (a,b), 使 得 


f°(0)— f(a)= 7 (0 a). 


提示 定理 条 件 不 满足 ， 不 能 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 .可 以 先 证 (a) = 了 (5) 的 特殊 情 
， 用 有 反 证 法 ， 从 达 布 定理 推出 了 (zx) 在 (a,b) 的 严格 单调 性 ， 由 此 去 发 现 予 盾 . 一 般 情 形 不 难 
= 1'(5) 的 特殊 情形 证 得 . 
2. 洛 必 达 法 则 


a 
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例 9 设 /(z) 在 (o, 十 co) 中 可 微 且 ,lim_[f(z) + (ol = 0 求证 lim f(z) = 0 


2 一 十 co 


证 因为 ez 一 十 oo (x 一 十 00), 故 由 洛 必 达 法 则 有 


lim jz) = lim 


2 一 十 co 


er 


Z 一 十 co eT 


例 10 设 /(z) 在 (o, 二 oo) 中 两 次 可 微 且 ,Jin_[27(z)+4zP(O) 二 oo] = 求证 lim f(z) = 3 


提示 2f(x) + 4zjP(z) 十 Z2 (7z) 
3. 函数 的 单调 性 与 极 值 


= (2 f(2))". 


函数 的 单调 性 和 极 值 的 一 个 应 用 是 证 明 不 等 式 . 


1 
例 11 设 0 < x < 工 , 证明- 


1 4 


2 sin xX 2 


利用 单调 性 ， 请 自己 给 出 证 明 . 


例 12 设 f(z) 在 (0, 十 co) 上 可 导 且 f(z) 恒 大 于 0， 对 任意 x > 0, 有 f(f(z)) = zx, 并 且 存 在 a > 0 使 


得 f(a) za. 求证 lim _ f(x)=0. 


提示 求 导 得 (f(z))(z) = 1， 可 以 证 明 fr(z) 恒 小 于 0， 从 而 f(x) 严格 递 减 ， 由 此 可 
见 lm f(z) 存 在 ， 最 后 来 证 明 这 个 极限 为 0. 


例 13 设 f(z) 在 (0, 十 oo0) 上 两 次 可 导 


f(z) 恒 大 于 0， 对 任意 vz > 0, 有 


找 出 所 有 满足 上 述 条 件 的 函数 f(z). 


提示 这 个 问题 有 一 些 难度 . 注意 到 f 是 双 射 ， 从 f( 关 (f(z))) = f(z) 可 得 了 (了 (x)) = xz. 然后 可 
以 推出 xf”(7x) = 一 (x). 再 利用 积分 求 出 f(x). 


1 
答案 f(z) = blnzx 一 301nb, 其 


Pb 是 正常 数 . 


例 14 设 f(zx) 在 [a, 四 上 两 次 可 微 且 f(a) = f(b) = 0, 了 (zx) 十 了 (x)g(7z) 一 了 (7z) = 0, 其 中 g(x) 为 一 
给 定 函 数 。 求 证 在 [a,] 上 有 f(x) = 0. 
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提示 反 证 . 若 不 然 ，jz) 在 zo € (oa 切取 得 正 的 最 大 值 
由 f(x0) = jzo) > 0 知 zo 是 极 小 值 点 ， 步 推出 矛盾 . 
4. 函数 的 凸 性 与 拐点 、 渐 近 线 、 函 数 图 像 的 讨论 
对 是 函数 稍 作 回顾 ， 其 它 内 容 请 自己 复习 . 


再 进 


这 里 只 


例 15 若 函 数 /z) 在 区 间 7T 下 凸 ， 则 对 任何 zi x2, za E J， zi < za < zs, 都 有 


或 负 的 最 小 值 . 不 妨 设 取得 正 的 最 大 值 


~ 


f(x2)— f(z1) 二 f(x3) — f(x1) 有 f(zx3) 一 f (x2). 
Xo2— V1 > TX3— X11 Ee TX3— V2 7 
a a ed A es hg A sth 
2 一 化 1 3 一 必 1 3 一 化 1 
f(z3) | f(z2) f (72) | f(z1) < f (x3) | f (72) 的 一 个 恒 成 立 ， 则 函数 f(z) 在 区 间 I 下 同 . 
TX3— Xo To2— XT1 3 一 2 


利用 上 面 的 结果 不 难 证 明 开 区 间 上 的 凸 函数 处 处 都 有 两 个 单 侧 导 数 ， 从 而 开 
连续 函数 . 


区 间 上 的 凸 函数 是 


例 16 设 ps >0，j 二 1,.… ,n 且 ps 二 1，f(z) 下 凸 . 证 明 琴 生 /Jensen) 不 等 式 
= 
利用 同性 能 证 明 荷 达 (H6lder) 不 等 式 、 ee 等 很 多 不 等 式 . 各 种 参考 
书 上 有 大 量 的 例子 ， 请 自己 复习 . 
5. 泰勒 公式 
泰勒 公式 在 近似 计算 、 求 极限 、 证 明 包 含 导数 的 不 等 式 等 许多 方面 有 广泛 的 应 用 ， 这 里 只 直 


些 例题 , 大 家 可 以 根据 各 种 参考 书 更 系统 地 复习 . 


0 


例 17 设 f(z) 在 [a,0| 上 两 次 可 导 且 六 ( 


) = 0, 求 证 存在 上 € (a,5), 使 得 


MI> al -fo 
证 将 f(z) 在 4 和 处 展开 ， 得 
1) = 1 (CC (<& < or) 
HO) = (3 ) + (2)( 3 人 
二 相当 后 机 表 盾 ， 和 (0) Fo) = Po 全 (DO < A 
将"(EDl, fC) 中 天 的 部 一 个 对 应 的 6 为 和 | < 7 2 
例 18 设 f(z) 在 (a, 十 00) 上 两 次 可 导 且 对 所 有 ZX € (a, 十 00), 有 
HI< MID)| < Mo, 
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)2. 


其 中 Mo 和 Ms 都 是 常数 . 令 


M= sup |f'(2)), 


一 co<Z<< 十 co 


求证 Mi < 2M3 M2. 


证 Mo = 0, 显然 成 立 . 不 妨 设 Mo > 0. 车 Mz = 0, 即 17(z) = 0, 则 户 (z) 恒 等 于 常数 4， 从 
因为 f(z) 有 界 ， 必 


而 f(z) = f(z0) 十 了 (zo)(z 一 Zo0) = Az 十 B 为 一 次 函数 ，zo E (a, 十 00). 又 
有 A = 0. 从 而 AM = 0, 命题 自然 成 立 . 
和 若 Ma > 0, 则 对 任何 z € (a, 十 00) 和 任何 h > 0, 有 


f(z+h)= f(r) +hf (rz)+ 18) (其 中 zx <E€<z+hh) 


h2 
2 


HI= 天 e+ 有 -7 号 P| < 于 + 党 


上 式 对 任何 h > 0 都 成 立 ， 而 2 + 21 在 Ma = 24/ 4 处 有 最 小 什 2M 扩 M3， 所 以 |1(z)| < 
2 


h 
2MB M23, 从 而 NM < 2M3 M2. 


zsin(sin x) — sin? x 


例 19 求 lim 


Xe 


案 


1 


1 
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6 一 元 积分 学 
6.1 不 定 积分 


这 部 分 内 容 请 自己 复习 . 


1. 定 积 分 的 定义 及 其 几何 意义 


例 2 求 lim Vt Dn+t2) n+tn) 
Nn 00 3 


提示 先 取 对 数 ， 再 写成 积分 和 数 的 极限 ， 从 而 利用 定 积 分 求 出 结果 . 另 解 . 也 可 以 用 斯 特 


来 算 . 


案 


1 这 


OO | 必 
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公 


例 3 证 明 对 任意 正 整 数 n, 有 


2n—1 2n+t+1 


人 凡生 二 交合 
> ) < < (el) , 
e e 


提示 这 是 1996 年 Putnam 数 学 竞赛 的 B2 题 . 入 手 之 处 是 


2n—1 2n++l1 
/ mmzdqdz 科 2(n3 二 mm5 十 :… 十 (27 — 1)) ln wdz. 
1 3 


2. 可 积 的 充分 必要 条 件 


例 4 设 p(z) 在 [a, 可 上 可 积 ， 其 值 域 包 含 在 [4, B] 中 ，f(z) 在 [4, B] 上 连续 . 求证 复合 函数 (p(x)) 在 [a, 可 上 
可 积 . 


证 对 任何 7 > 0 和 o > 0, 由 f(x) 在 [4, B] 上 连续 知 f(7x) 在 [4, B| 上 一 臻 连续， 从 而 存在 6 > 0， 
当 zx/,x”€ [4,B| 且 |x’ 一 xz”| < 6 时 ， 有 |f(x -Fo < wn， 又 因为 p(x) 在 [a,b| 上 可 积 ， 由 可 
积 的 第 二 充 要 条 件 ， 对 上 述 > 0 和 c > 0， 存 在 [a, 中 上 的 网 T, 使 得 wr(wp) > 6 的 网 孔 长 度 之 
和 > Axzkw < o. 注意 到 只 有 在 p(x) 的 振幅 大 于 6 的 网 孔 上 ，f(wp(x)) 的 振幅 才 可 能 大 于 nm, 所 
以 wn (了 (wp)) > 7 的 那些 网 孔 长 度 之 和 满足 


>》 Azhv < Ary <o. 
大/ k’ 


于 是 由 可 积 的 第 二 充 要 条 件 知 复合 函数 fo(z)) 在 [w, 引 上 可 积 . 
3. 定 积分 的 性 质 
定 积分 的 性 质 在 解决 问题 中 经 常用 到 . 微 积分 基本 定理 和 积分 中 值 定 理 尤 其 常用 . 


例 5 设 f(z) 在 区 间 [0, 7] 上 连续 且 满 足 


[ f(z)coszdzrz=0= 三 jz) sin wdz, 
0 0 


证 明 思 路 如 果 f(x) 在 (0, 7) 中 没有 零点 ， 则 由 介 值 定理 ，f(zx) 在 (0, 7) 中 恒 大 于 0 或 恒 小 于 0， 从 
而 刀 f(z) sin zdz 大 于 0 或 小 于 0， 与 题 设 条 件 矛盾 ! 这 就 证 明了 f(zx) 在 (0, 7) 中 至 少 有 一 个 零点 . 如 
果 f(x) 在 (0,7) 中 恰 有 一 个 零点 a, 则 由 介 值 定理 和 [5 f(x) sin zdz = 0 可 知 f(zx) 在 (0, Qa) 和 (a, 7) 上 
一 边 恒 正 ， 一 边 恒 负 ， 这 时 考虑 /f(x) sin(x 一 a)dx, 可 以 和 前 面 的 推理 一 样 导出 矛盾 . 

下 面 是 两 道 使 用 积分 中 值 定理 的 例题 . 


nip Sin 2 


例 6 证 明 lim 广 dz 一 (， p>0. 


提示 这 个 问题 本 身 比较 简单 ， 证 法 很 多 ， 证 法 之 一 是 用 积分 第 一 中 值 定理 . 
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例 7 设 入 > 0,0<aw<< 忆 证 明 


提示 注意 到 < 在 [a， 中 非 负 递 减 ， 由 积分 第 二 中 值 定理 得 


b 2 一 入 Q [a 
.Sinz e . 
Ee- 7 d2 一 sin wxdz. 
a L Q a 


在 定 积分 的 计算 中 ,分 部 积分 和 换 元 积分 还 是 基本 方法 ， 不 过 要 注意 有 些 积分 要 使 用 函数 级 
数 、 多 元 积分 等 后 面 的 知识 来 计算 . 


例 8 求 几 Ota. 


解法 一 令 x = tant, 于 是 dx = sec ?tdt. 从 而 有 


J Sd = J lIn(1 + tant)dt 
三 < ln costtsint 4 一 J ln V2 cos( 下 一 蕉 V2cos(4—t) gr 


cost cost 
三 二 Incos(£ —t)dt— ln costdt. (1) 


nT 


本 于 是 t= 二 一 一 wv, dt 二 一 du. 从 而 有 


到 0 
ln cos(T —t)dt = -/ ln cosudu 
站 a 


= moosudu= / ln costdt. 
0 0 


这 表明 (1) 式 右 端 后 两 项 积分 相等 , 故 得 


下 8 
, 1—t 2 2dt 1 一 人 N” 2(1+#) 
孚 法 二 令 = 是 1 re be | 3 三 
解法 二 令 z 1 i (I 十 了 + 15) (1 
从 而 有 
村 1 汪 
az= 人/ jn 2 CR | 2 
o 1+z 0 1+t 2(1+t#) (1+) 
二 1 
-m2 / dt In 二 (2) 
0 1 十 妇 0 1 工 十 万 
由 (2) 式 移 项 便 和 1 
| Ba =3m2 |/ dt _ Tio 
0 1+22 2 0 1 十 万 8 


在 全 
例 9 求 几 一 dz, 其 中 a, 5 是正 数 . 
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Ss 
SB 
S| 1 
Ss 
[ee 到 
S 
|| | 
一、 = 
NO 
ss 
SS SBS 
Ce eC 
[em fe 
BS SS 
Se 
[en 3 
SQ 


_/Yy 
-Havtl 
人 
站 a++t+l 
例 10 求 /了 十 203 开 gz,|a| < 1, 其 中 z = 处 被 积 酚 数 的 值 理解 为 极限 值 
a— ln(l+acosx) 人 a"tlcos" Zz hd > 
提示 一 一 一 一 一 二 a 十 (1)” ， 上 式 右边 的 函数 级 数 在 [0, 7 一致 收 僵 ， 从 而 
COST N= n 二 1 


可 逐 项 积分 . 

答案 Tarcsin a. 

积分 不 等 式 的 证 明 方法 非常 多 ， 几 种 常见 的 证 明 积分 不 等 式 的 想法 有 : 
(1) 可 以 考虑 利用 定 积 分 的 定义 ， 从 离散 型 的 不 等 式 推出 相应 积分 型 的 不 等 式 。 例 如 Ho6lder 不 等 式 . 
(2) 由 [a, 可 上 f(x) > g(x) 推 得 [f(z)dz > /g(x 
(3) 将 积分 限 作 为 变量 ， 0 用 微分 学 的 方法 考虑 单调 性 来 证 明 积 分 


(4) 应 用 许 瓦尔 兹 不 等 式 . 
(5) 对 于 包含 导数 的 积分 不 等 式 ， 应 用 微 积分 基本 定理 ， 积 分 中 值 定理 ， 微 分 中 值 定理 ， 泰 勒 公式 


例 11 设 f (x) 在 [a, | 上 连续 可 微 , 求证 


ol< 0/ fa 


和 / rs 


证 ”由 积分 中 值 定理 和 连续 函数 的 最 大 值 存在 定理 , 存在 6， 7 e [w， 中 使 得 ma |f(z z)| = 
(9l， 十 | 及 Jaz| =1f(ml. 从 而 有 
< If) -I < zjdz F(z)ldz. 
此 即 
aas, |f(7) sf se f(z)dz|+ jp )|dzx. 


例 12 设 f(z) 在 [a， ee m, M 分 别 是 fe 在 [a， 0 0<m<M. 证 明 
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Ns 


a f(z) — mM — f(z)] 
提示 从 Fa) > 0 入 手 . 


例 13 设 f(x) 在 [a,b]| 上 两 次 连续 可 微 ，f(a) = f(5) = 0. 证 明 


of faal < © max I" (a). 


机 


提示 由 分 部 积分 公式 可 证 得 


f r= ;| -ae of" (de. 


再 使 用 积分 中 值 定理 . 
包含 积分 的 极限 式 处 理 方法 多 种 多 样 ， 下 面 我 们 看 两 个 例子 . 


例 14 若 f(x) 在 [4, B] 可 积 , A <a<b<B, 求证 


b 
pm { (et) fodr =0 


可 以 先 证 命题 对 于 连续 函数 成 立 ， 再 借助 命题 “ 设 f(x) 在 [a, 0] 上 可 积 , 证 明 存 在 一 个 [a,b| 上 的 


连续 函数 序列 pn(z)， 一 Jr(z)|dz = 0” 去 证 对 更 一 般 的 可 积 函 数 也 成 立 . 
证 若 f(z) 是 [4, BJ 上 的 连续 函数 , 由 一 致 连续 性 ， 对 于 任意。 > 0, 存在 充分 小 的 5 > 0， 


当 |h| < 6 且 z,z 十 万 E en 有 |f(z +h) — f(z)| < a 因此 有 


f vet -i (Z)|dz < <. 


即 有 
im ee a 
对 于 一 般 情况 , 由 上 面 的 例题 , 存在 连续 序列 gle ), 使 


lim ee ) 一 on(Z)|dz = 0. 


人 一 全 


从 而 当 |j < min{B 一 5,a 一 A} 时, 有 


lim fe ) 一 pn(Zj|dz 


OY 


sm [f(z + hh) -pals + h)lde 


| 
:SS 


| 
> 


对 于 任意 s > 0, 存在 N, 有 


f ve 一 PN(Z | f Het- Pn(2+ ldr < 5, 


对 于 pw(z), 进一步 存在 6 > 0, 当 |h| < 6 时 , 有 


b 
/ [lpn (t+h)— pn(7)|dz < 
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所 以 当 |h| < min{B 一 5,a 一 4,65} 时 , 有 


Yn ds 


八 
Ss 


el alaz+ 太 ewle+ 月 - 而 的 感 


[f(z+h)— wn(r+h)ldz 


< ES 


由 极限 定义 可 知 命题 成 立 . 


例 15 设 f(zx) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 


1 
nNn— 00 i rndx 


提示 用 分 段 估计 的 方法 ， 使 用 极限 定义 去 证 明 . 


6.3 ” 定 积分 在 几何 、 物 理 中 的 应 用 


这 部 分 内 容 请 自己 复习 . 


例 16 求 平面 区 域 {(x,2)|x 十 世 放 一 2 十 放 } 的 面积 . 


提示 使 用 极 坐标 . 


7 练习 题 


1. 求 下 列 极限 : 
1 1 1 
(1) im Co = 必 Ci SE Cr ; 


十 
十 


有 一 OO vnl 
(4) lim ln(z sin 2)Inz; 


tan(tan x) 一 Sin(sinZ) 


(5) lim 
Z 一 0 tan2 一 SIn2Z 
(6) 设 a% 二 > |VIT+T 二 一 1 外, 求 lm an 
k=1 nN 也 一 OO 


(7) 设 {a {bj} 为 正 数 数列 且 lim a? = a,，lim b" ==b, 其 中 a,b > 0. 又 设 p, 9 是 正 数 且 p+d = 1， 
求 lim (pan + gbn)"; 
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) 


(8) 求 lim Qn 1)". 


0 


1 2 一 | 

(9) lim (sn 二 @ -) 
n=00 Nn N nN nn 

n2+n 全 汪汪 


9 Be" 
(11) li 3 Vn+ik)(n+i+k+1). 


dz; 


2. 设 f(z) 是 民 上 的 非 负 函数 且 对 任意 x;y E 及 ， 和 < / (号 引 证 明 f(z) 恒 为 常数 . 


3. 设 wnj1 之 Un 一 后 (n == 1,2,...) 且 存在 M e 民 使 得 ww, < M (n= 1,2,...). 证 明 数 列 {unv} 收 敛 . 


2 


、 1 Cs n 
4. 设 ai > 0, an4i 二 4x 十 一 ; n= 二 1,2,.... 证 明 lim = . 
a 


Nn 


5. 设 lim f(z) =0 有 有 I [7(2) f (=)| 二 0. 证 明 lim a 三 看 

6. 是 否 存在 民 上 的 连续 函数 (zx)， 使 得 f(z) 在 有 理 点 上 取 值 为 无 理 数 ， 在 无 理 点 上 取 值 为 有 理 数 ? 
7， 设 f(x) 在 区 间 [0, 4] 连续，f(0) = 0, f(1) = 1, 对 每 个 x € [0,1], 有 f(f(x)) = x， 证 明 对 每 
个 ZE [0,1], 有 f(x) = 

8. 设 n 是 一 个 自然 数 ，f(x) 在 [0,n| 连 续 且 f(0) = f(n). 证 明 至 少 有 n 对 不 同 的 (x,y), 使 得 x 一 y 为 
正 整 数 且 f(x) = f(y). 

9. 证 明 函 数 1(z) 在 有 限 区 间 7 一 臻 连续 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 柯 西 数列 {zx;,} C 7, {f(zx%)} 也 是 柯 
西数 列 . 
10. 是 否 存在 实 轴 上 的 可 微 函数 f(z EN 件 f(f(z)) = 一 z3 十 Z2 十 1? 说 明理 由 . 
11. 设 f(z)= x"?Inz (x > 0). 求证 ] lim i (20) G 二 (7 为 Euler 常数 ). 

12. 函数 f(x) = 2 一 22 一 1 在 实 轴 上 有 : 多 少 个 零点 说 明理 由 . 


13. 设 a > 0, 5 > 0. 证 明 
a++b 
(他 ) < abe. 


15. 设 f(x) 在 (00, 十 oo0) 无 穷 次 可 导 且 满足 
(D) fo) < M, -0% <z+co， n=0,1,2,...; 
1 
(2)f a 一 0， m= 1,2,.…. 
mm 


证 明 
(1) 对 任意 非 负 整数 n, 有 f”(0) = 0; 
2) (0; 


16. 0 +o0) 两 次 可 微 且 满 足 lim _ f(z)=0,|f"(z)| < M,z>0. 证 明 lim_ f(z) = 
17. 设 函数 f(z) 在 [0,2] 两 次 可 导 ， 且 对 任意 x € [0,2]， 有 |f(x)| < 1, | 了 "(zx) < 1 证明 对 任 
意 z € [0,2], 有 |f'(x)| < 2. 
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18. 设 f(z) 在 [a, |] 上 两 次 连续 可 导 ， 在 (a,5) 上 三 次 可 导 . 证 明 存在 e (a, 5)， 使 得 
f(b) Bb 1 
必 1 Se 
fi(la) 2a 1 0 
f(a) 200 
19. 设 f(z) 在 [a,0] 两 次 可 微 . 证 明 : 对 任意 c € (a,5), 存在 上 € (a,05), 使 得 
1 pu(e) = f(a) f(b) | jc) 
2 ~ (a-ha-e) CB-oPb-a) (ca)(c—b) 
20. 设 f(z), g(x) 在 [a,0| 可 微 ，f(a) = f(5) = 0. 证 明 在 (a,5) 
21. 设 f(7z) 在 点 0 的 某 邻 域 连续 可 导 且 了 '(0) = 0, 1”(0) 存 在 . 证 明 
一 f(l 1 
i {OSG + 0) -17 
22. 设 f(z) 在 (一 00, 十 00) 连 续 可 导 且 f(0) ==0，|f7(z)| < A|f(z)| 


23， 设 f(x) 在 (a,0b) 连 续 可 导 ， 且 lim， jzZ) = 十 co， 
一 1 在 (a, 0 了) 成 立 . 证 明 b 一 a 之 7. 并 给 出 一 个 例子 说 明 等 


24. 证 明 2-7 二 2-* <1 (zx>0). 
和 dz 

25. 求 /7 i 

26.， 若 a(x) 和 6b(x) 在 [ 


多 


: 
0,1] 上 连续 ， 且 对 任意 
用 [a(zx)g'(z) + b(z)g(z)]dx = 0. 证 明 a 


27， 设 函数 A(x) 在 [1, 十 co) 上 连续 可 微 ，f 


明 lim f(z) 存 在, 且 lim f(z) <1 
28” 设 f(z) 在 [0,11 上 连续 可 微 目 f(0) = 


29. 设 1(z) 在 [0, 1] 上 连续 可 微 上 且 f(a) = 


ee 

(1) = 1, 且 当 z 
ee 

0, f(1) = 1. 证 明 


| 0) -role > 
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(0 


f(b) =0. 证 明 f* f2(z)dz < 


至 少 存在 (zx) 十 A(z)g (zx) 的 一 个 


其 中 4 为 常数 . 证 明 f(x) 三 0 
lim f(z) = 一 co， 以 及 jz) + 户 (z) > 
号 可 以 成 立 . 


9(1) = 0 的 连续 可 微 函 数 g(zx)， 
过 可 微 有 (x) = a (7x). 


> 1 时 ， 有 f'(z) = 


1 


证 


